Tentamen Analyse 4
Maandag 4 juni 2007, 14:00-17:00
Elk antwoord dient gemotiveerd te worden met een (bij voorkeur korte) berekening,
redenering of verwijzing naar de theorie. Het gebruik van een rekenmachine is toege-
staan. Boeken, aantekeningen, telefoon en andere hulpmiddelen zijn niet toegestaan.

1. (a) Formuleer de residuenstelling van Cauchy.
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2. Hoeveel nulpunten (geteld naar multipliciteit) heeft de functie

(b) Bereken de integraal

f(2) =2 4423 — 241
in de open eenheidsschijf D(0;1)?

3. Laat f een holomorfe functie zijn op C zo dat |f(z)| =1 op {z € C: |z| =1}
en |f(z)] =cop {z € C: |z| =2} voor een reéel getal c.
(a) Bewijs dat ¢ > 1.
(b) Bewijs: als ¢ =1, dan is f constant op de schijf {z € C: |z — 1] < 1}.
(c) Bewijs: als ¢ = 2, dan heeft f een nulpunt in {z € C: |z| < 2}.

4. Laat de functie f gegeven zijn door

z

(a) Geef een zo groot mogelijke r > 0 zo dat f gelijk is aan een Laurentreeks
op{zeC: 0<|z| <r}.

(b) Laat zien dat het hoofddeel van de Laurentreeks van f rond 0 gelijk is aan

(c) Laat N > 0. Laat vy de rechthoekige contour zijn met hoekpunten N +
2N+1)mwi, =N+ (2N+1)mi, —N—(2N+1)mien N — (2N +1)7i. Bereken
[, f(z)dz voor N € Nmet N > 1.

(d) Bewijs dat 300, & ==

Z.0.Z.



5. Beschouw de multifunctie [log (¥1)].

(a) Bepaal het beeld van de verzameling {z € C: Rez < 0} onder de afbeel-
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(b) Bepaal een snede voor deze multifunctie en laat zien dat er een holomorfe
tak f is met arg(f(z)) = 0 voor reéle z voldoende groot.
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(c¢) Geef de Laurentreeks van f met centrum z = 1.

(d) Bepaal een reeksuitdrukking voor de continue inverse Laplace-getransformeerde
van f.

6. Beschouw de harmonische functie

u(z,y) =z + op {(z,y) € R*: >0, y > 0}.

x? + y?
(a) Bepaal een harmonisch geconjugeerde functie v van u.
(b) Laat

Y
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(@, y) = u(-y,2) = —y - op {(z,y) ER*: 2> 0, y >0},
Is @ harmonisch op {(z,y) € R?: z >0, y > 0}7
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Tabel van Laplace-getransformeerden
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opgave | 1234 |5|6 |totaal
punten |6 |4 |7 |8 |7 |4 36

Punten per opgave:




