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Opgave 1. (divers. 6 x 2 = 12).
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(4)
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(6)

Een bal wordt door een ingedrukte veer rechtstandig de lucht in geschoten en bereikt een hoogte van
24 m. Vervolgens wordt dezelfde bal afgeschoten, maar nu wordt de veer slechts half zo diep
ingedrukt. De bereikte hoogte is nu :

(@48m; (b)24 m;(c)12m; (d) 6 m; (e) 3 m.

(d) 6 m ; de energie van de veer is %.

Een tafeltennisbal en een bowling bal rollen naar je toe. Beide ballen hebben dezelfde hoeveelheid

impuls. Je brengt de ballen tot rust door tegen de beweging in te duwen, en je gebruikt in beide

gevallen dezelfde kracht. Wat kun je zeggen over de afstand waarover ieder bal tot stilstand komt ?

(a) De afstand is voor de tafeltennisbal kleiner ; (b) beide afstanden zijn gelijk ; (c) De afstand is
voor de tafeltennisbal groter.

(c) groter voor de tafeltennisbal ; die is lichter, zijn snelheid is dus groter, en de kinetische energie
ook. Het kost dus meer arbeid ofwel bij dezelfde kracht meer 4s.

Een object ligt op een helling, maar beweegt niet vanwege de wrijving. Nu wordt de hellingshoek
groter gemaakt, en het object begint te glijden. Als de hellingshoek verder dezelfde waarde houdt,
wat gebeurt er met het object ?

(a) het vertraagt weer ; (b) het houdt een constante snelheid ; (c) het versnelt

(c) het versnelt. De kracht is groter dan de wrijvingskracht.

Beschouw een steen op een draaiende schijf met assen zoals s ‘ -
hiernaast getekend. Neem aan dat het assenstelsel meedraait met de [ y
schijf en dat de steen op de x-as ligt. In dit assenstelsel is de S —
versnelling van de steen :
(a) langs +x ; (b) langs —x ; (c) langs +y ; (d) langs -y ; (e) gelijk aan nul.

(e) gelijk aan nul, de steen beweegt niet.

Een ring met straal R en massa m draait om een as door het midden van de ring en loodrecht op het
vlak van de ring. Aan de ring is een bepaalde hoeveelheid energie E gegeven, waardoor de
hoeksnelheid m; is. Nu wordt een kogeltje, ook met massa m, aan de ring bevestigd. Dezelfde
hoeveelheid energie wordt toegevoerd, wat leidt tot een hoeksnelheid m,. Er geldt :

(@) @2=2m1; (0) ®2=V2 @1 ; (C) @2= o1;(d) @2= V2 w1; (€) w2 =% o1

(d) Krot = % lw? , I wordt 2x groter, dus o® 2x kleiner
Een deeltje beweegt in een rechte lijn, in een Cartesisch stelsel beschreven door x =h, y =0, z = ct,

met b en ¢ konstanten en t de tijd. Heeft dit deeltje een impulsmoment L?
(a) ja, en L is konstant ; (b) nee, door de rechtlijnige beweging ; (c) ja, en L verandert met de tijd.

(@) L is constant ; geen torsiekracht
dcceda




Opgave 2. (beweging in meer dimensies; (2+2+2+2+2+2 = 12)
Gegeven is een 2-dimensionale functie voor de potentiéle energie V(7) = V, — ik(SZe‘TZ/‘sZ , met Vo, k,
8 constantes en 7 een plaatsvector van de vorm ix + jy.

a. Bereken de (vector)kracht F (7).

b. Laat zien, voor kleine uitwijkingen &£ vanaf de oorsprong, dat de potentiéle energie die van een
harmonische oscillator (H.O.) is, en dat F leidt tot de bewegingsvergelijking van een H.O.

c. Een deeltje met massa m heeft in de oorsprong een snelheid vy = vo en vy = 0. Gebruik de
energievergelijking om vy te berekenen als functie van ¢ (ofwel kleine x) voor y=0.

Vervolgens bekijken we een deeltje dat in twee dimensies beweegt onder invloed van luchtwrijving en

zwaartekracht. De luchtwrijving is evenredig met de snelheid, de evenredigheidskonstante heet y. Gebruik

voor de plaatsvector de vorm 7 = ix + kz . Bijt = 0 is de snelheid in de horizontale (x-)richting vox , de

snelheid in de verticale (z-)richting is vo,y .

d. Schrijf de bewegingsvergelijking op in vectorvorm, in termen van de plaatsvector 7 en de
snelheidsvector v.

e. Bereken met deze vergelijking de snelheid langs de x-richting v«(t) en de snelheid langs de z-richting
V(1)

f. Laat voor de positie x zien dat x — U;’/—" voor t — oo

Dit is voorbeeld 4.2.1.
(@) Schrijf V(x,y) = V, — %k&ze‘("zwz)/‘sz. Daarna F = —VV , waaruit volgt F = —k#e~("*)/8*

(b) Ontwikkelen van V(r) geeft vorm 1-¢°, dat is een HO. Voor F is de ontwikkeling (uiteraard) —ke
(c) Y2 mv*+V(r) = % mve?+ V(0), V* = vo,2 +2/m [V(0) — V()] =

Vool +2/m [(Vo — % k6?) —(Vo — % kd® exp(-6%/6%) ) =.. =Vox* — k/m &* en stel 0
az > l_c)
(d)mﬁr— —YV — kmg y
(e) Bedenk dat v = dr/dt zodat x = xoe-W/m)f en z= ze Vt— %(1 — e‘(a)f)
v Y
(f) Nog een keer integreren levert x = myxo 1 - e_(ﬁ)t)



Opgave 3. (traagheidsmomenten, trillingen, 2+1+2+2+2+3 = 12)

a. Geef een uitdrukking voor het traagheidsmoment | van een stijf lichaam om een bepaalde as in
integraalvorm, het impulsmoment (angular momentum) L in termen van | en de hoeksnelheid ®, en het
moment (de ‘torque’) N in termen van | en de hoeksnelheid o.

b. Geef een uitdrukking voor de rotationele kinetische energie van een draaiend lichaam in termen van |
en o, en laat zien dat dit inderdaad de dimensie van energie heeft

c. Laat zien dat het traagheidsmoment van een bol met straal R en massa m, draaiend om een as door het
middelpunt, gelijk is aan 2/5 mR?

De bol wordt verticaal opgehangen aan een massaloze draad. De bol wordt nu om de as van

de draad verdraaid over een hoek a. De draad levert een terugdraaiend moment ter grootte ko.

Bij het loslaten draait de bol weer richting evenwichtsstand.

d. Schrijf de bewegingsvergelijking van het systeem op in termen van I, k, a, en bereken de
resonante hoekfrequentie .

e. Geefeen oplossing van de bewegingsvergelijking. De maximale uitwijking is oo op t = 0.
Bereken de hoeksnelheid als het systeem door de evenwichtspositie gaat en bereken de
gemiddelde waarde van de potentiéle energie van dit systeem in termen van o, o €n |.

Voeg nu demping toe aan de bewegingsvergelijking met een term evenredig aan de hoeksnelheid. Noem

de konstante c.

f. Geef een uitdrukking voor de energie E van de gedempte oscillator in termen van I, k, a en c. Bereken
de waardes van de verandering van E per tijdseenheid (de dE / dt) zowel voor het ongedempte als het
gedempte geval.

(@I= [r?dm ; L=1w ; N=Idw/dt = I
(b) /I w*] = m?kg/s” Vergelijk met [J] =[N m]=kgm?/s’
(c) I voor een dun schijfje volgt via dm = 2zrdr o zodat I = [ 2nr3c dr = %n rto = %m r2,

De straal van het schijfje is R* — 2%, en voor de bol dI = % r*dm = % r* m°p dz zodat

4
I:%pnfr dz = %pn [(R? = z%)* dz = %pn (R4z— §R223+§25) .Neem0-Renx2:
| =mp %RS,metm = gnR3p geeftl = émR2

k
(d) 1 o/ di’ = -ka ; o= |-
(e) a = ag cos(wot), of ao sin(wot + n/2), de snelheid wordt -ag wo sin(wot), dus -ay we. De potentiele

energie is ¥ ka® , het gemiddelde ¥ kag® Tlf cosZwyt , wordt ¥a k ao’= % wo’l og’.
0
(f) De vergelijking wordt | d’a/ df* +ka + cw = 0

De energie is op ieder moment ' lo*+ % ka®. Dit is konstant als ongedempt, in het algemeen
dE/dt = Iw dow/dt + ko do/dt = (I do/dt + ko) o = -co®



Opgave 4. (roterende assenstelsels, 2+2+2+3+3 =12)
Voor deze opgave staat onderaan de bekende formule voor de bewegingsvergelijking in een niet-
inertiaalsysteem als geheugensteuntje.

—_— ‘/3\0

Hiernaast het plaatje van een treinwagon die versnelt met een versnelling ,
Ao. In de wagen hangt een bal aan een touw, die door de versnelling een
uitwijking 9 krijgt ten opzichte van de loodlijn vanaf het plafond. 9
a. Teken de (twee) krachten die op de bal werken, gezien door een !
waarnemer buiten de trein. Laat zien dat uit het krachtdiagram volgt dat l
Ap=gtan 9
b. Teken nu het krachtdiagram voor een waarnemer binnen de trein. O O
Hiervoor heb je een schijnkracht nodig. Geef de richting, en laat zien dat
de grootte mAy is.

Vervolgens bekijken we een bal aan een touw, opgehangen aan een frame op het oppervlak van de aarde

(de “plumb bob’)

c. Maak een schets van echte krachten en schijnkrachten, en leg in woorden uit waarom de as van het
touw niet naar het middelpunt van de aarde wijst, wat leidt tot een effectieve waarde van g.

Tenslotte laten we een bal aan het oppervlak van de aarde uit stilstand vallen. De bewegings-vergelijking,

onder verwaarlozing van de centrifugale schijnkracht, is dan

mg — 2mm X v' = ma’, met g de effectieve valversnelling.

d. Werk dit uit voor afzonderlijke bewegingsvergelijkingen in de x-, y- en z-richting voor een
noorderbreedte gegeven door een hoek A.

e. Laat zien dat a, = 1/3 wgt® cos A, als je de snelheid Vy, mag verwaarlozen.

y (a,b)
T sin 9 = mAy F+F =ma’ =0
Tcosd—-mg=0 Tsin$-F’ =0
Ap=gtan$ Tcos3-mg=0
m F’ = mgtan ¢
x g p
(€)
/f
—mAq e - g is de richting in het verlengde van T
mgo %
-mA
(a) (b)



(d)kiesg=-kK’ g, enwy =0, oy =w cos L, wy = w sin A
Uit het kruisproduct volgt dan

I’I-wsinAvy + ocosAvy endus X’ =-2wsinlvy +2wcosivy
I’ wwesink Yy’ = 2wvesinl
K :-w vy cos A 7’ =-g+ 2w cos i

(e) Dit was een naar foutje. Ik had x’ willen vragen, nieta’ ; X’ uit 2x integreren.
Deze vraag zal dus niet meetellen voor het eindcijfer.

N.B. Voor een niet-inertiaalsysteem heb je geleerd dat de wet van Newton, F = ma, die geldt in een
inetiaalsysteem en waarbij F en a een echte kracht en versnelling zijn, vervangen moet worden door
F—mAy—2mw Xv'-mo Xr' —mw X (w Xr') =ma’ (1)
met alle “‘geaccentueerde’ grootheden gemeten in het bewegende assenstelsel.

--- EINDE ---



