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Opgave 1.

a.  De tijdonafhankelijke Schrodingervergelijking d?i/dx? = —k%*), met
k? = 2mE/h* geeft oplossingen (x) = Bsin kz + C cos kz. Omdat de
golffunctie nul moet zijn voor x = 0 moet C' = 0 zijn. Verder moet
sin ka = 0 gelden, zodat k = k, = nm/a, met n geheel en positief. De
normeringseis [y dz|t)|* = 1 geeft vervolgens a|B|?/2 = 1. Dat geeft de

uitdrukkingen ¥, (x) = (y/2/a) sin(k,x). De energie-eigenwaarden zijn

E, = (hk)?/(2m) = (hnm)?/(2ma?).

b. De normeringsconstante is A = 1/+/2, en elke stationaire toestand krijgt
een exponentiéle factor exp(—iE,t/h). De tijdathankelijke golffunctie
wordt dus

R

U(x,t) = 7

(1(z) exp(—iEqt/h) + o(x) exp(—iEqt/h)) .

c. Invullen van de uitdrukkingen voor v, en E, geeft dan voor p = |¥|?
het resultaat
T

1 2 2
plx,t) = — (Sin2 4 sin? 0 4 2sin o sin cos(wt))
a a a a a

met w = (Ey — Ey)/h = 3hin?/(2ma?).
d. De gegeven begintoestand ¥(z,0) geeft

1 2 2
p(x,0) = — (sin2 ™ 4 sn? 2™ 4 25in L sin M) :
a a a a a

De gevraagde kans is foa/ >dzp(z,0). De integralen van sin?(7z/a) en
sin?(2mx/a) over het interval [0,a/2] geven beide a/4. Verder geldt
de identiteit 2sin(7mx/a)sin(2rz/a) = cos(mx/a) — cos(3wx/a), en de
integraal hiervan geeft a/m + a/3m = 4a/(37). De gevraagde kans
bedraagt hiermee 1/2 + 4/(37).



e.  Op het tijdstip ¢ is de gevraagde kans dus 1/2 + 4 cos(wt)/(37). Het
tijdsgemiddelde is dus 1/2, zoals te verwachten is op grond van de
symmetrie rond het midden van de put.

Opgave 2.

a.  De klimoperator heeft de gedaante a, = (mwi — ip)/v2mhw, zo-
dat a,g(z) = [mwz — h(d/dz)|g(x)/v2mhw. Uit partiéle integratie
volgt dat [0 dxf*(x)(d/dx)g(x) = — [ dxg(x)(d/dx)f*(x), zodat
7%, duf* (@) g(x) = [, dug(e)[mws + hd/dz)| f*() [/ 2mhe
= J%% drg(x)(a—f(x))".

b. Invullen van de gedaante a_ = [mwx — h(d/dz)]/v2mhw in de gegeven
relatie a_V(z) = 2¥(z) geeft de voorwaarde mwz — 2hb(x — o) =
2V 2mhw voor alle waarden van z. De coéfficiént van  moet nul zijn,
zodat 2hb = mw, ofwel b = mw/(2h). De overblijvende conditie is dan

dat 2hba = zv/2mhw. Dat geeft de uitdrukking a = z4/2h/(mw).

c. De verwachtingswaarde voor de daaloperator in de eigentoestand
U is natuurlijk de eigenwaarde, zodat (a_) = z. Uit het resultaat
van a. volgt direct dat (ay) = (a_)* = z*. Uit de uitdrukkin-
gen voor de ladderoperatoren volgt dat p = i(a; — a_)y/mhw/2 en

T = (a4 + a_)y/h/(2mw). Dat geeft voor de verwachtingswaarden
het resultaat (p) = i((ay) — (a_))\/mhw/2 = V2mhw Imz, en (z) =
((ay) + (a_))\/h/(2mw) = /2R /(mw) Rez.

d. De verwachtingswaarde van de Hamiltoniaan kennen we uit de verwach-
tingswaarde van (aya_). Die schrijven we als (G, a_) = [dxV*a,a_V =
[dz(a_V)*a_¥, waar we in de laatste stap opnieuw het resultaat van
a. gebruiken. Hieruit volgt dat (4 a_) = 2z*z = |z]|*>. De verwach-
tingswaarde van de Hamiltoniaan is dus (H) = hw(|z|* + 1/2).

e. De golffunctie W(x) is een stationaire toestand in het speciale geval dat
z = 0, omdat ze dan eigenfunctie is van a;a_ (met eigenwaarde nul).
In dat geval is W de grondtoestand. Andere stationaire toestanden
hebben de gedaante van een Gaussische functie maal een polynoom.
Voor z # 0 kan ¥ dus geen stationaire toestand zijn. Merk op dat ¥
wel een eigentoestand is van a_, maar niet van a..



